Schnellkurs und Ubersicht zur Bestimmung der maxima-
len Messunsicherheit und kombinierten Messunsicherheit

Zum Messergebnis gehoren immer eine Angabe der Messunsicherheit
und nur signifikante Stellen

1. Beim Messen arbeiten wir mit Nidherungswerten (!), u. A. bedingt durch die Genau-
igkeiten der von uns verwendeten Messgeriite.

2. Messgerite besitzen nur eine bestimmte Ablesegenauigkeit, die durch die Skalen-
teilung vorgegeben ist. Zum Beispiel konnen Sie bei Messungen mit einem Lineal
nur auf den Millimeter genau ablesen, im allerbesten Fall auf +0,5 mm (=1/2 Ska-
lenteil) schitzen oder unter schlechteren Bedingungen (raue Kante des Werkstiicks
oder Strichstédrke von Linien) nur auf z. B. £2 mm genau messen. Es unterliegt also
Ihrer Einschiédtzung eine Messunsicherheit (den sogenannten Messfehler) realistisch
anzugeben.

3. Dartiiber hinaus haben alle Messgerite eine — vom Hersteller angegebenen — sys-
tematische Messtoleranz. Ein vierstelliges Digitalgerit im 20 V Messbereich kann
nur auf 10 mV genau abgelesen werden (z. B. 18,13 V). Oft ist die Geritetoleranz,
die sich aus einer prozentualem Angabe und Digitalisierungsunsicherheit zusam-
mensetzt, jedoch grofer als die Ablesegenauigkeit. Die Digitalisierungstoleranz ist
die Schwankungsbreite der letzten Stelle (LSB: last significant bit), betrdgt mindes-
tens =1 LSB (1 Digit) und ist der Quantisierung der AD-Wandlung geschuldet.
Betrigt die systematische Unsicherheit z. B. 2,5 % +5 Digit, wire das anzugebende
Ergebnis (18,1 £ 0,5) V.

4. Schitzen Sie bei jeder Messung die Messungenauigkeiten des verwendeten Mess-
verfahrens realistisch ab (Genauigkeit und Teilung der Anzeige, Ablesegenauigkeit,
systematische Unsicherheit) und geben Sie zu ithrem Messwert stets die maximale
Unsicherheit an. Die maximale Unsicherheit ist eine physikalische Grof3e und hat
immer die Einheit der Messgrofe.

5. Geben Sie beim Ergebnis nur die signifikanten Stellen an. Die Anzahl dieser Stellen
wird von der maximale Unsicherheit bestimmt. Die Messwert wird nicht genauer
angegeben als es die Messunsicherheit zulédsst. Beachten Sie, dass z. B. die Angaben
(3,5 £ 0,2) kg und (3,50 + 0,15) kg etwas anderes bedeuten.

6. Tragen Sie die maximale Unsicherheit an den Messpunkten in ihre Diagramme ein
(sog. Fehlerbalken).

Kombinierte Unsicherheit bei indirekt messbaren GroBen (Abschiit-
zung der maximalen Unsicherheit)

Viele MessgroBen sind nur indirekt messbar. Auch fiir diese miissen Abschétzungen der
Unsicherheit vorgenommen werden. Die maximale Unsicherheit indirekt messbarer Gro-
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Ben ergibt sich aus der kombinierten Unsicherheit der maximalen Unsicherheiten der di-
rekt gemessenen Groflen:

1. Die GroBe y = T? ist nur indirekt messbar. Wie groB ist ihre Messunsicherheit,
wenn fiir die direkt gemessene Grofe 7' die maximale Unsicherheit AT festgelegt
wurde? Zu untersuchen wire die Anderung der GroBe y, Wenn die GroBe T um +AT
schwankt. Diese Anderung kann sofort durch den Anstleg = erhalten werden. Es

gilt: K

y
Daraus erhilt man die maximale Unsicherheit von T2 zu A(T?) = 2T - AT. Man
sieht, dass die maximale Unsicherheit A(T?) nicht nur von AT, welches ja fiir al-
le Messwerte T konstant sein kann, sondern zusitzlich vom Messwert 7 abhéngt
und zusammen mit 7" wichst oder fillt. Das ist verstindlich, da der Anstieg eine

Funktion von 7 ist.

2. Meist sind indirekt messbare GroBen, wie z. B. Dichte oder Geschwindigkeit, nur
tiber die Messung von mehreren direkt messbaren Grofen bestimmbar. Allgemein
gesprochen sei die Grofle F = f(x,y,z) nur iiber die gemessenen Groflen x + Ax,
y = Ay und z + Az bestimmbar (Ax, Ay, ... seien die maximalen Unsicherheiten).
Gesucht ist nun die maximale Unsicherheit AF. Auch hier sind die Anstiege der
einzelnen Abhiéngigkeiten (partielle Differentiation) entscheidend. Fiir die maxi-
male Unsicherheit AF gilt generell:
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Da es sich um eine maximale Unsicherheit handelt, werden die Betridge addiert.
Die Formel erscheint kompliziert, ist aber einfach handhabbar. Ein Beispiel sei das
Volumen eines Zylinders V = hmd? /4, mit dem Durchmesser d + Ad und der Hohe
h £ Ah. Die Ableitungen sind av = nid?/4 und g—“; = hnd/2. Eingesetzt ergibt das:

h
AV = + { ‘ﬂAd‘}

Alle GroBen sind schnell eingesetzt und die maximale Unsicherheit AV kann sofort
berechnet werden. Sie hat hier die Dimension eines Volumens.
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3. Es geht aber noch einfacher: Oft ist die relative Unsicherheit aussagekriftiger als
die absolute Unsicherheit, da dabei die Unsicherheit in Relation zur Messgrof3e
gesetzt wird. Die relative Unsicherheit der Messgrofle x wird definiert als % oder
als prozentuale maximale Unsicherheit % -100 in Prozent. Berechnet man im obigen
Beispiel die relative maximale Unsicherheit, so folgt:

v+ S ke

Daraus ergibt sich folgender Merksatz:
Bei einer multiplikativen Verkniipfung (Multiplikation und Division) der Messgro-
Jen addieren sich die Betrdge der relativen maximale Unsicherheiten der einzelnen
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Messgrofsen. Noch einfacher gesagt: Die prozentualen maximalen Unsicherheiten
addieren sich bei multiplikativer Verkniipfung.

Beachten Sie dabei, dass die relativen maximalen Unsicherheiten der GroB3en, die
mit der Potenz n eingehen, n -mal beriicksichtigt werden miissen.

4. Bei einer additiven Verkniipfung von Messgrofien (es kann sich dabei ja nur um
gleiche Grof3en, wie zum Beispiel Temperaturen, handeln) addieren sich die Betrd-
ge der absoluten maximalen Unsicherheiten. Bestimmt man eine Temperaturdiffe-
renz aus den Messwerten 7} +AT (z.B. 300 K+1 K) und 7, +AT (z. B. 290 K+ 1 K),
so ergibt sich (T} — T;) = 2AT (also 10K + 2 K).

5. Bei multiplikativer und additiver Verkniipfung in einer Formel kann man die oben
genannten Rechenregeln auch stiickweise benutzen. Schneller und einfacher geht
es jedoch, wenn man gleich iiber die partiellen Ableitungen geht.

6. Rechenregeln zur Abschitzung der maximalen Unsicherheiten fiir einige funktiona-
le Zusammenhénge zwischen indirekter Messgrof3e F und den direkten Messgroflen
x+Axundy + Ay:
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Die Moglichkeit der Verkleinerung der Messungenauigkeiten durch
vielfach wiederholte Messung einer Grofie

In den meisten Experimenten wird man mit einer Messung, einer zusitzlichen Kontroll-
messung und der abgeschitzten maximalen Unsicherheit arbeiten miissen. Wenn man viel
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Aufwand treibt, kann man die Messungenauigkeiten einer direkt gemessenen Grofie ver-
kleinern, indem man z. B. ein und dieselbe Messung sehr oft (n-mal) wiederholt und dann
statistische Betrachtungen durchfiihrt.

Der wahrscheinlichste Wert der direkt gemessenen Grofe x (Messwerte x; miti = 1,...,n
und n > 6) ist dann der arithmetische Mittelwert x = %Zle x;. Man definiert die Ab-
weichungen der Messwerte vom wahrscheinlichsten Wert als v; = X — x;. Wenn diese
Abweichungen symmetrisch um den wahrscheinlichsten Wert streuen, verschwindet ihre
Summe (gleich viele positive und negative Abweichungen) und man spricht von zufilli-

gen Messunsicherheiten mit einer statistischen Verteilung (gauB3sche Glockenkurve).

Man definiert die mittleren Unsicherheiten der Einzelmessung (Standardabweichung) als

Z(Vi)z

n—1

Sy = %

Diese Standardabweichung besagt, dass zwischen den Werten X — sy und X + sx ca. 68 %
aller Messwerte liegen bzw. ein beliebiger Messwert mit 68 %-iger Wahrscheinlichkeit in
diesem Bereich zu finden ist. Dieser Bereich ist genau der von den Wendepunkten der
Glockenkurve eingeschlossene Bereich. Die Standardabweichung gibt die Toleranz einer
einzelnen Messung an.

Fiir uns wichtiger ist die mittlere Unsicherheit des Mittelwerts, also die mittlere Unsicher-
heit des wahrscheinlichsten Werts unserer Messgrofe: Diese Messunsicherheit wird auch

Vertrauensbereich genannt:
32
N
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Das Ergebnis der vielfach wiederholten Messung einer direkt gemessenen physikalischen
GroBe lautet also (Mittelwert plus/minus Vertrauensbereich):

X & Sx

Fiir die Bestimmung des Vertrauensbereichs sz einer indirekt gemessenen Grofe F =
f(x,y,...) aus den Messgroflen x +sx und y + sy wird wieder die kombinierte Unsicherheit
verwendet. Bei statistisch ermittelten Unsicherheiten ersetzt man die lineare Addition (¢ =
a + b) durch eine pythagordische Addition (¢ = Va? + b?), da man hier davon ausgeht,
dass sich Messunsicherheiten auch zum Teil kompensieren konnen (Die Hypothenuse
eines rechtwinkligen Dreiecks ist kiirzer als die Summe der beiden Katheten). Fiir die
kombinierte Unsicherheit gilt deshalb (vgl. Gleichung (1)):

Sp =+ é)—F_2+ 6_F_2+
F—= axsx 6ySY

Die relative Unsicherheit der indirekt gemessenen Grofe F ist dann definiert als sp/F.

Die oben genannte Rechenregeln gelten auch fiir den Fall der kombinierten Unsicherhei-
ten mit Vertrauensbereichen, nur das hierbei nicht linear, sondern pythagoriisch addiert
wird:



1. Bei multiplikativer Verkniipfung der Messgrofien addieren sich die relativen Unsi-
cherheiten pythagordiisch.

2. Bei additiver Verkniipfung der Messgrofien addieren sich die absoluten Unsicher-
heiten der Messgrofien pythagordisch.

In Fillen, in denen nur eine von mehreren MessgroBen vielfach gemessen wurde, ist natiir-
lich wieder die maximale Unsicherheit mit linearer Addition zu verwenden. Als maximale
Unsicherheit der vielfach gemessenen Grée wird dann der Vertrauensbereich eingesetzt,
fiir alle anderen Grofen deren maximale Unsicherheit.



